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Date: I I /l 2198 Time: 1 tl:35
Sample: t 10211 SS5 1 2l30ll 5S6
lncluded observations: 5l E

Autocorrelation Fartial Correlation ÄC PAC O-Stat Proh

1 -0.0s8 -0.098 4.ssl7 0.025
2 0.004 -0.006 4.s998 0.082
3 0.033 0.033 5.561S 0.135
4 0.032 0.039 6.0932 0.r32
5 -U.056 -0.049 7.7t33 0.t73
6 -0.070 -0.083 10.263 0.t14
7 -0.02t -0.03s 10.503 0.162
B -ü.067 -0.07t 12.070 0.116
s 0.[25 0.021 r 3.213 0.I 53

1 0 -u.023 -0.ul 4 1 3.493 0.1 57

Abb. 3. 1 . 3.- 1. : Korrelograrnm stetiger DAX-Tagesrenditen

Die Abb. 3.1.3.- 1. wurde mit der Ökonometriesoftware EViews erstellt. In der ersten Spalte

sind die Autokorrelationen zu den Lags von eins bis 10 grafisch dargestellt. In der vierten

Spalte, unter der Bezeichnung ,,AC", sind die tatsächlichen Werte der Autokorrelationen

aufgelistet. Die übrigen Spalten sollen hier nicht weiter von Interesse sein. Diese Abbildung

zeigt deutlich. dass die Autokorrelation bei den beispielhaft betrachteten stetigen DAX-
Tagesrenditen bei einem Lag von eins zwar betragsmäßig am größten sind. Aber selbst

diese Autokorrelation ist mit einem Wert von etwa -0.1 eher unbedeutend.

Bei einigen statistischen Methoden, wie z.B. der linearen Regression (siehe Kap. 5.), wird
nicht nur die Bedingung der schwachen Stationarität an die zu untersuchende Zeitrelhe ge-

stellt. sondern zusätzlich die Unkorreliertheit zwischen den einzelnen Größen2r. Bei solchen

Analr'sen muss zunächst getestet werden, ob auch tatsächlich keine Autokorrelation be-

steht. ansonsten dürfen die Methoden nur in einer modifizierten Form verwendet werden.

3.1.4. Statistische Eigenschaften diskreter und stetiger Renditen

Damrt finanzu,'irtschaftliche Daten statistisch analysiert werden können, sollten diese die

Eigenschaft der schwachen Stationarität besitzen. Originäre Kursreihen weisen diese

Eigenschaft im Allgemeinen jedoch nicht auf, da sie trendbehaftet sind. Wie aber in Kap.

3.1.2. schon gezeigt wurde, liegt ein Ausweg in der Differenzenbildung von zeitlich auf-

einander folgenden Kurswerten, die dann in der Regel eine schwach stationäre Zeitteihe

bilden. Da dieser Vorgang mit der Renditeberechnung konform geht, sollten bei statis-

tischen Analysen die Reihen der Renditen verwendet werden. Wie sich später zeigen wird,

bedeutet dies keinen praktischen Nachteil, da Kurse und Renditen problemlos ineinander

umgerechnet werden können.

2't Speziell bei der Regressionsanalyse (Kap. 5.) muss die Reihe der Residuen diese Eigenschaften besitzen.
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(4) Ri

Die diskrete Rendite Ä/ und die stetige Rendite R,' sind, wie in (5) und (6) gezeigt wird,

einfach ineinander zu überführen:

(s) n! = eRi -r
/ ,\(6) R,'=lnf+nil

Ein wesentlicher Vorteil der stetigen Renditen besteht in der rechentechnisch einfacheren

Vorgehensweise bei der Umrechnung von Ein- in Mehrperiodenrenditen. So lässt sich

beispielsweise die stetige Jahresrendite einer Anlage durch Kumulation der stetigen

Monatsrenditen berechnen. Analoge Umrechnungen mit diskreten Renditen sind dagegen

aufwändiger. Die diskrete k-Perioden-Rendite ergibt sich aus den diskreten Renditen der

einzelnen Perioden in folgender Weise:

(i) n!*t=('*oi ) ('.oi,) ('+n/o*,)-t=

mit nl (D: diskrete k-Perioden-Rendite

Die Berechnungsvorschrift für die stetige k-Perioden-Rendite lässt sich unter Zuhilfenahme

von Formel (6) angewandt auf diskrete und stetige Mehrperiodenrendifen herleifen:

Rj(,t) =r'(r+n/1r;)

= rni r + n'(' - oi-, )- 
' 
l: 

'"{. 

-il(' 
* Rl, )l

| ,.0 ) lio )
kl , \ frl

=Iln(r+n,1;J=IR._i
l=0 l=0

mit R,'(ft) : stetige k-Perioden-Rendite
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k-r(8) Ai(ft)=n' +nir +...+Äi-r+1 = I Äi-i
i=0

sind also die stetigen Renditen der

Wird nun mit der Analyse oder Prognose von Anlageobjekten begonnen, so muss zunächst

entschieden werden, welche der beiden Renditearten für die Untersuchungen benutzt

werden soll. Die Verwendung beider Berechnungsarten gemeinsam in einer Untersuchung

ist nicht sinnvoll. Die Umrechnungsmethodik von den originären Kursen in die Renditen ist
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t14 3. Finanzmathematische Grundlagen und Anwendung statistischer Konzepte

Beispiel: Arithmetische versus geometrische Durchschnittsbildung bei diskreten Renditen

In Tab. 3.2.1.-1. sind die Kurse eines Anlageobjekts zu drei verschiedenen Zeitpunkten dar-

gestellt. Die Werlentwicklung wird also über zwei Perioden betrachtet. Zu Beginn der be-

trachteten Zeit (am Ende der Periode r = 0) liegt der Kurs bei 100, ebenso am Ende (t :2).
Dazwischen verdoppelt er sich von 100 auf 200 und halbiert sich dann wieder. Die berech-

neten diskreten Renditen sind in Prozent-Schreibweise in der dritten Spalte eingetragen:

Zeitt Kurs Rendite

t=0
t:I
t=2

100

200

100

I00Vo

-5j%o

T ab. 3.2.1.-1. : Wertentwicklung eines

Anlageobjekts im Beispiel

Die diskrete arithmetische Durchschnittsrendite r! erglbt sich mit (1) ohne Verwendung

der Prozent-Schreibweise:
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Die diskrete geometrische Durchschnittsrendite rf berechnet sich nach (2):

' l:/ r\
rj' = l, fl tl+ r;" l-l = JCll){T(-ot-1=1-r:o

Die arithmetische Berechnung ergibt somit eine durchschnittliche Rendite von 257o, die

geometrische dagegen eine Rendite von null. Offensichtlich ist die Verwendung der

arithmetischen Methode in dieser Situation nicht angebracht, da der Endkurs von 100 iden-

tisch mit dem Anfangskurs von 100 ist.

Die Abweichungen zwischen den berechneten Durchschnittsrenditen im Beispiel kommen

dadurch zu Stande, dass den beiden benutzten Methoden völlig unterschiedliche Annahmen

zu Grunde liegen: Die arithmetische Berechnungsweise basiert auf der Annahme, dass jede

Periode mit dem gleichen Kapitaleinsatz startet. Der Anleger entnimmt also in jeder Pe-

riode die positiven Renditen bzw. gleicht die negativen Renditen durch Einzahlung wieder

aus, sodass der Kapitaleinsatz konstant bleibt. Die diskrete arithmetische Durchschnittsren-

dite kann somit als durchschnittlich entnommene b?v. eingezahlte Rendite interpretiert

werden. Die Voraussetzung für die arithmetische Berechnung ist im Beispiel nicht erfüllt,

da der Kapitaleinsatz einmal 100 (in /=0) und einmal 200 (in /=1) beträgt. Die geometri-

sche Berechnungsweise hingegen unterliegt der Wiederanlageprämisse. Danach wird der
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E(Ä-l)2

mit 6'. Volatilitat
R: Rendite einer Anlage (als Zufallsvariable)

tt'. Erwartungswert der Rendite der Anlage

Die Volatilität ist die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung der zukünftig

möglichen Renditen einer Anlage von dem Erwartungswert der Rendite. Dabei ist hier

sinnvollerweise die Standardabweichung (also die Wurzel aus der Varianz) zu verwenden,

da dieses Maß einfacher interpretiert werden kann als die Varianz. Eine genauere Erklärung

hierfür und Reshenregeln für den Umgang mit der Standardabweichung bzw. der Yatianz

finden sich in Kap.2.3.2.

Zur Berechnung dieser Formel (l) wird die exakte Verteilung der Zufallsvariablen Rendite

und ihr Erwafiungsweft benötigt. Da diese in der Regel nicht genau bekannt sind, ersetzt

man die tatsächliche Standardabweichung der zukünfig erwarteten Rendite einer Anlage

durch eine ,,geschätzte", die sich folgendermaßen aus den historischen Renditen der letzten

n Zeitpunkte berechnen lässt:

(2) d =.e, =

mit s. I geschätzte Volatilität
rt'. Rendite zum Zeitpunkt t
r '. mittlere Rendite der letzten n Zeitpunkte
n'. Anzahl der betrachteten Zeitpunkte

Hier wird zunächst der Erwartungswert der zukünftig möglichen Renditen einer Anlage

durch die mittlere Rendite der letzten n Zeitpunkte geschätzt. Anschließend werden die

quadratischen Abweichungen der beobachteten Renditen von ihrem Mittelwert

aufsummiert und durch n-1 geteilt. Die arithmetische Durchschnittsrendite ergibt sich nach

der in Kap. 3.2.1. dargestellten Formel (1). Da im Allgemeinen immer mit der geschätzten

Volatilität gearbeitet wird, soll im Folgenden das Dach über dem Sigma (6) weggelassen

und für die Volatilität einfach der griechische Buchstabe o verwendet werden.

Diese Berechnungsformel für die geschätzte Volatilitat ist bereits mit leicht veränderter

Notation in Kap. 2.3.5.2. Gleichung (4) bei Betrachtung der Streuung in einer Messreihe

behandelt worden. Tatsächlich gibt die Volatilität, wenn sie mit (2) berechnet wird, nur

einen Einblick in die Schwankungen der Renditen zu vergangenen Zeitpunkten. Und doch

wird sie häufig in dieser Form als Schätzer für die Streuung der zukünflig möglichen

Renditen einer Anlage um ihren Erwartungswert angesehen. Diesem Ansatz liegt die fbl-

gende Annahme zu Grunde: Eine Rendite, die in letzter Zeit stark schwankte, wird dies in

nächster Zeit n e

ren Zeitpunkt in
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)26 3. Finanzmathematische Grundlagen und Anwendung statrstischer Konzepte 3.3.1. Volatilitär

Eindruck über die Entwicklung der Schwankungen der Renditen in der letzten Zeit
gewonnen werden.

Zur Yetgleichbarkeit von Volatilitäten bedient man sich der Annualisierung. Die
annualisierte Volatilität (also die auf ein Jahr bezogene Volatilität) ergibt sich unter be-
stimmten Bedingungen aus der berechneten Volatilitat multipliziert mit der Wurzel aus der
Anzahl der Berechnungszeiträume Z während eines Jahres. Die Herleitung dieses Zu-
sammenhangs ist einfach: r, ist die Realisation der Zufallsvariablen R,, die je nach den
verwendeten Daten für eine Tages-, Wochen-, Monats- oder Quartalsrendite steht. Die An-
zahl dieser Zufallsvariablen ergibt sich in Abhängigkeit von der Datenstruktur Z. Die
(stetige) Jahresrendite rnn, bzw. rRo, lässt sich durch Kumulation der (stetigen) Einzel-
renditen während des Jahres berechnen:

T7
rnr, = Lti (ex post) bzw . Rorn = I Ri (ex ante)

i=I i=l

Die Varianz der Jahresren dfte ol,, ergibt sich nun nach

o1,,

Sind die Renditen der einzelnen Perioden voneinander unabhängig, so lässt sich die
Jahresvarianz nach Formel (7) in Kap. 2.3.2. in die Summe hineinziehen. Ist die yarianz
der einzelnen Renditen R, außerdem für alle i konstant o2, so folgt

...+Var(R )

(7) oo,,=r')

daten mit der \\'
lichen Zeiträunt,

(4) 6 or,, =', I

(5) onn,,=^,I

(6) 6a,,,=\:

Beispiel: Volatil

Die zwei Anlas

verglichen werd

die Jahresrendite

Tabelle dargeste

Tab

Einen ersten Eu
Renditen über d
Koordinatenst,st,

Rendite der Anlr
nen Punkte mitei

=Var(Ro,,l:r"r( LO,)
\r=r )

var(nr)+o3,, = v",(!n,)=v*(n,)*

o2 +oz +...+oz :T

I

I

o2
I-mal

Die annualisierte Volatilität (Standardabweichung) der Rendite ist somit unter den oben
genannten Voraussetzungen

(3) 6on, =Jr .o

Ist die Standardabweichung beispielsweise auf der Ebene von Tagesdaten berechnet
worden, so muss sie zur Annualisierung mit cler Wurzel aus 365 multipliziert werden. Da
jedoch empirisch festgestellt wurde [vgl. Hu-r- (1990), S. 156f.], dass der einer Rendire zu
Grunde liegende Prozess eher den Handels- als den Kalendertagen folgt, werden die Be-
rechnungszeiträume darauflrin ausgelegt. Daher wird die Standardabweichung von Tages-

k
t
i
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3. Finanzmathematische Grundlagen und Anwendung statistischer Konzepte

ntrand der Abb. 3.3.r.-2. zu sehen ist, sind die Schwankungen bei Anlage A deutlich
: als die der Anlage B. A ist also ,"riskanter,.. Dieser bereits mit bloßem Auge erkenn_ach'erhalt soll nun durch die Berechnung der volatilität mittels Formel (2) nachge_
'erden. Beide Anragen weisen über den betrachteten zeitraum von 1993 bis r99lunlere (arithmetische) Rendite r von6vo auf. Die voratiltitäten oound o" der An-\ und B ergeben sich somit über die fünf Zeitpunkte mit:

o. =\*,1,*, -ro)' =

= 
\ Foo46 = 0.0339= 3.39vo

-i- r- itt = 
1s- r,=r,('s, -7e)' =,/;(0.06-0.06)2 +...+(o.os-0.06)r)

l-
=, : 0.0006 = 0.0122= t.22Vo

m'alisierung der berechneten volatilitäten ist in diesem Beispiel nicht notwendig.
zu Grunde liegenden Renditen als Jahresdaten vorliegen, sind die volatilitäten be-rualisien. Die volatilität der Anlage A liegt rrut3.3gvo wesentlich höher als dieje_
-l'dage B mit r.22vo. Bei der Entscheidung, welche dieser beiden Anlagealternati_

ei' orzu-qen ist, würde ein risikoscheuer Anleger die Anlage B wählen, da bei beiden
ieselbe Rendite (6Vo) zuerwarten ist.

3.3.1. Volatilität

Der Vorteil bei der Volatrhtiitsb
und einfachen Anwendbarkeir.
wesentlich höhere Komplexität r

sätze erwähnt und in ihrer Grund

Die erste Methode beruht auf de
631ff.l zur Bewertung von Opti<
wichtiges Element die Volatihtät
leger) die Optionen richtig _eemr
setzen des beobachteten Markrprt
Volatilität der zu Grunde iie-sendt
Volatilitat aufgelöst werden kan
10.2.). Die so geschätzre Volatilir
vom Marktpreis impliziert unter d

1) der Markt das Bewerhrngsrr

2) die Marktpreise im Sinne de

Diese Art von Volatilitär düc
Schwankung der Renditen eiler ,:
darin. dass sie nur für wenige .\
deren Optionen auf einem hoch
werden. Der hauptsächliche Vorber
Marktteilnehmer Optionen auch ..

(impliziten) Volatilität wird ausf,ih

Eine zweite Methocle zur Berec
Beobachtung, dem sogenannten ll,,
Wertpapierrenditen phasen, in de
anderen Perioden dagegen domLm
Tendenz, dass starken Schwankunil
ringe folgen. Man könnte nun \.ersu
wickeln, die diese zeitlichen Musre:
chen die ARCH- und GARCH_ltc,
(1986). S. 307ff.1. deren Namen au,
Heteroscedasticity bzw. Generajjze
sarnmengesetzt sind. Die grundlegel
Varianten existieren, liegt dann. ,Ji,

35 Eine einfache Herleirung und Darsr:i.--
[(1994). S. 223ff ].

Renditeverläufe der Anlagen A und B im Beispiel


